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Berechnung des anharmonischen Oszillators mittels funktionaler Integration
G. Ropke *

Theoretisch-Physikalisches Institut der Universitidt Leipzig

(Z. Naturforschg. 22 a., 860—868 [1967] : eingegangen am 19. Dezember 1966)

Energy eigenvalues and transition-probabilities for the anharmonic oscillator are calculated by
evaluating functional integrals in a lattice-space and reordering infinite series in summable series.
The results are compared with the known values.

1. Das quantenmechanische Problem den einzeitigen anharmonischen Oszillator unter
Vermeidung der ScuroDINGER-Gleichung mit der
neuen Tamm—Dancorr-Methode berechnet werden 3 4.
L™ Mo Im Hinblick auf eine relativistische Feldtheorie ist
2 4 ihre Berechnung mittels der funktionalen Integration
besonders interessant; sie ergeben sich dort aus der
Fourier-Transformierten der Zweipunktfunktion.
Die Zweipunktfunktion ist der Grundzustands-
erwartungswert des zeitlich geordneten Produktes
zweier Ortsoperatoren:

%(81, 8) = (o | T x(2y) T(f2)|9'0> .

Der anharmonische Oszillator

dient als quantenmechanisches Modell zur Quanten-
theorie stark gekoppelter Felder. Losungsmethoden
der Feldtheorie konnen an ihm erprobt werden.
Seine Energieeigenwerte und Ubergangswahrschein-
lichkeiten lassen sich numerisch aus der ScHRODIN-
cEr-Gleichung berechnen! 2. Sie konnen auch fir

Sie 1Bt sich mit der Sprungfunktion ©(z) =0 fiir t<0; =1 fir ¢>0 und nach Einschieben eines voll-
stindigen orthonormierten Losungssystems des Hamirrox-Operators folgendermallen schreiben:

1(ty, 1) =0 (1, —ty) zol(#/’o l z ' 1#'11>12 exp{i/h (Ey—Ey) (12— 11)}

Mg

+ 0O (1, —1,)

I

(L(‘l'o i x ; lr"n)j? eXp{l'/h (Eq—Ey) (¢, —15) }

Die Fourier-Transformation ldfit sich hier ohne weiteres durchfithren und ergibt

n
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2 < lzno |2 wno
V2mi n:() wne?—w? *

() = 1;3 Jz(t) exp{ —iwt}dt=

Sie enthilt die Ubergangsamplituden x,9= (1|2 |v,) und die Ubergangsfrequenzen w,,= (E, —E,) /.
Wir entwickeln fiir @/w;y< 1 diesen Ausdruck in eine Potenzreihe von ?:

S~ | g |2 .
V2xifte) = ( o)+ oy (L] (1)

Die Reihe kann umgeordnet werden, da sie absolut konvergiert. Beweis: Die Koeffizienten werden von
der Vertauschungsrelation majorisiert [siehe (VIII)]. Aus Paritatsgriinden sind die 22,4 gleich Null.
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2. Die Entwicklung im Gitterraum

Die Zweipunktfunktion ldBt sich auch als funktionales Integral darstellen 3:
2(ty,ts) = [x(t;) 2(ts) exp{ (i/k) [Ldt} Dx(t)/ [exp{(i/h) Ldt} Dx(1).

* Neue Anschrift: Instiut fiir Theoretische Physik der Tech-
nischen Universitdt Dresden.

1 L. I Scuirr, Phys. Rev. 92, 766 [1953].

2 S, I. Cuax u. D. Stemay, J. Molec. Spectr. 10, 278 [1963].

3 W. HeisenBerc, Nachr. Gott. Akad. Wiss. 1953, 111.

4 H. Stumer, F. Wacxer u. F. Want, Z. Naturforschg. 19 a,
1254 [1964].

5 N. N. Bocorsusov u. D. V. Smrkov, Introduction to the
Theory of Quantized Fields, Intersc. Publ., New York 1959.

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift fir Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Férderung der
Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veréffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland
Lizenz.

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift
fur Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs
3.0 Germany License.

DO

ND

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der
Creative Commons Lizenzbedingung ,Keine Bearbeitung*“) beabsichtigt,
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukiinftiger wissenschaftlicher
Nutzungsformen zu ermdéglichen.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is
to allow reuse in the area of future scientific usage.



BERECHNUNG DES ANHARMONISCHEN OSZILLATORS 861
Die Berechnung solcher funktionaler Integrale kann nach einer Methode von HEBER u. a.® 7 im Gitterraum
vorgenommen werden. In unserem quantenmechanischen Fall gehen wir folgendermaflen vor: Symmetrisch
zu (t;+1t5)/2 werden auf der Zeitachse ¢ N dquidistante Punkte im Abstand ¢ ausgewihlt. Die Funk-
tionen z(¢) werden durch die N-tupel z(z,) ==, dargestellt, =1, 2, 3,..., N. x(¢) (stetig) wird beliebig
gut durch einen Polygonzug durch diese Punkte approximiert, indem wir erst N gegen oo, dann & gegen
Null gehen lassen. Die funktionale Integration wird dan zu einem N-fachen Integral iiber alle 2, . Eine In-
tegration beziiglich der Zeit wird durch eine Summe ersetzt, eine Differentiation beziiglich der Zeit durch

einen Differentialquotienten, z. B. 8:
d*z () 1

— [z, +e) —22(t,)+x(t,—e)] =&,.

dez 1=y, &

In diesem Sinne schreiben wir die Zweipunktfunktion folgendermaflen mit m/k =u, l/4h =4:

Z(tlvt2) ==

—ieu

Jz(t,) z(t,) exp{—ieS Az*} dVx,+ (7 4
N 2¢

Jexp{—ie S Azt szy+(2/f ):fx3[x3+g—2x3+13_£] exp{—i ¢ 3 12,8} Nz, +_.
N \21i¢t, N

Die Gleichungen sind im lim N — c lime— 0 zu
verstehen. Der kinetische Teil der Lacrance-Funk-
tion 3 w22 wurde in — % u 2@ umgeformt (der Ein-
fluB des Randes »=1, N fallt bei der Division her-
aus) und nach diesem wurde die e-Funktion ent-
wickelt, um so die einzelnen Integrationen zu ent-
koppeln. Die Integrationen iiber die einzelnen z, er-
geben die Momente M, - M je nachdem, wieviele der

ty, ls, tg, ... gerade auf dem jeweiligen Gitterpunkt
t, liegen:
Tfmggn e—ielz* dx .
M,= '_C:oc —, M= [e~ i dx,
[ e—ieizt dx —oo
M,=1,
I/ 1 _ 1
M, = ram  yiea =0,33798912 Vied®
yoo Lem .1 1 1 9,
47 Qe Vieir 4 igl’

N
ff Z(tl) I(t:Z) exp{i«EE ("‘%ﬂlviv_/:zvd)} cocdyye e
v=1

N
[ Jexp{ieS (—3 puxy &—AzH} - -de
r=1

e

)ifz(tl) z(ts) 2(ty) [x(ts+e) —22(ty) +x(t3—e) Jexp{ —i¢ % A 2,4} dNz, 4. ..
o 7 ]

1 —7)2221'13[1 2l exp{—ie 3 Ao}
20\2i¢e/t; 1, N
et . (ID)
F(7/4) . 1 o 3 X 771
Mo— T Ties = 4 033798012 —res,

usw., die ungeraden Momente verschwinden. Die In-
tegrale fiir M, sind als Grenzwert zu verstehen, in-
dem ein konvergenzerzeugender Faktor hinzugefiigt
wird, z.B. im lim4”— 0 mit A=4"—i2", 7”>0.
Was bedeutet aber dieser konvergenzerzeugende Fak-
tor physikalisch? Wenn /4 mit einem kleinen Imagi-
nérteil versehen ist, so bewirkt das im Ergebnis
(IX), daB w,o= o —i 0 yowird, der Pol wird leicht
verschoben sein. Das heiflt, dafl das n-te Energie-
niveau schwach geddmpft sein wird, was wiederum
eine Auszeichnung der Zeitrichtung und damit Aus-
druck der Kausalitdat ist. Die Funktionalintegrale
sollen also in diesem Sinne verstanden sein, dafl 7
einen kleinen negativen Imaginérteil enthalt. Die
Momente sind deshalb auf so viele Stellen angege-
ben, weil in der folgenden Rechnung oft Differen-
zen fast gleichgrofler Zahlen auftreten, welche also
hinreichend genau bekannt sein miissen.

Zur weiteren Behandlung des Ausdruckes (II) fithren wir 2 Groflen ein: Einerseits die Differenz des

KroNECKER-Symbols im Gitterraum
Outs =1 fir t;=1,; =0 sonst;

% G.Heser u. H. J. Kaser, Z. Naturforschg. 19 a, 828 [1964].

7 G. Heser, H. J. Karser u. A. Kinver, Z. Naturforschg. 20 a,
498 [1965].

8 R. P. Fevyxmax, Rev. Mod. Phys. 20, 367 [1948].

1
T‘éhla - 5(t1—t2),

9 K. Havasui, Sieben- und mehrstellige Tafeln der Kreis- und
Hyperbelfunktionen und deren Produkte sowie der Gamma-
funktion, Springer-Verlag, Berlin 1926.
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5;,’,2 =1 fir ty=t,Te; = —2 fiir t;=1t,; =0 sonst; 313 5;1;,—> 8" (8 — 5,
5en 1 n+m( 2n fii o o 1 sen_ sen
ats. = — ) PR, ur t1=l2_m£, ?ﬁi ity => (tl—tg).

Zum anderen benétigen wir die Kombinationsgrofen f, . Wenn wir namlich z. B. den Ausdruck

S>>z ... xpexp{—ie X Ax,4} dVz,
t t N

berechnen wollen, konnen wir zunéchst so tun, als liefen alle z; unabhiingig voneinander iiber die N Git-
terpunkte, und wir erhalten N” MY M,". Jetzt bedenken wir, daB es auch vorkommt, daf} zwei der x; zusam-
menfallen, dann miissen wir ein M,? durch ein M, ersetzen, und die Beriicksichtigung aller Moglichkeiten
filhrt zu einem Zusatzterm + (3) N* "' MY M*~2(M,—M,?). In diesem Ergebnis miissen, wenn drei der
x; zusammenfallen, ein M;® und drei (M,— M%) M, durch ein M, ersetzt werden, was einen Zusatzterm
+ () N* 2 MV M "3 (Mg —3(My—M,2) My —M3) ergibt, usw. Allgemein erhalten wir die Kombinations-
groBen f, rekursiv, indem wir die » Punkte in alle méglichen Gruppen zerlegen (graphisch etwa folgen-
dermaflen .—.—.—. .. .7.) und das dieser Zerlegung entsprechende Produkt der f,; mit dem Gewichtsfaktor
»!/(IT»:! [1g:;) von M, subtrahieren, wobei »; die Anzahl der Punkte in einer der Gruppen und ¢; die

Zahl der Gruppen mit gleichviel Punkten ist. In unserem Modell tragen nur Zerlegungen in Gruppen mit

einer geraden Anzahl von Punkten bei. Wir erhalten folgende Werte:

f2 =M,
f4 =M4—3f22
fo =Mg—15fyf,—15f,

fo =Mg—28fsf,—35f® —210 f, fo* - 105 f,*

ho =Msg—45 fa fo— 210 f fy — 630 fy fs2—1575 f.2 fy —3150 f, f,8 — 045 f,°

Nun kénnen wir die Division (II) durchfithren. MY
kann aus Zihler und Nenner gekiirzt werden. Der
Nenner kann, solange wir bis zu einer Ordnung <N
entwickeln, aus dem Zahler ausfaktorisiert werden.
Dabei fallen genau alle Glieder weg, die /V enthal-
ten (Vakuumterme), so dal %(¢,,?,) nicht mehr von
N abhingt. Was dann vom Zahler tibrig bleibt, wenn
der Nenner herausgehoben ist, kann durch Graphen
dargestellt werden (Abb. 1). Die Graphen bedeuten
dabei folgendes: In der n-ten Ordnung werden zu
z(ty) und 2(¢,) noch n Punktepaare hinzugefiigt,
welche jeweils durch eine zweite Ableitung verkniipft
sind. z(#;) wird durch eine einlaufende, z(¢,) durch
eine auslaufende Linie dargestellt, die n Punkte-
paare durch n innere Linien. Die Linien bilden einen
zusammenhéngenden Graphen, nichtzusammenhén-
gende Graphen enthalten eine Potenz von N und
wurden gekiirzt.

Die Punkte, zwischen denen die Linien laufen,
tragen eine bestimmte Zeit ¢, des Gitters. ¢; (ein-
laufende Linie) und ¢, (auslaufende Linie) sind fest,

- 1

— —0,09270994 1

ieh

1

= 0,1443549 Vien®
i |

= —0,5006288 Gen®
1

= 3,011392 T/lﬁ

tiber alle tibrigen Zeiten wird summiert. Ein Punkt,
von dem 2 n Linien ausgehen, ist mit 2 n 2; belegt.
Er ergibt eine Kombinationsgréle f»,, denn von
Ms, miissen alle moglichen Bedeckungen abgezogen
werden. Eine innere Linie ist eine zweite Ableitung
im Gitterraum, sie ist gleich +1, wenn die Zeit-
differenz der Endpunkte ¢ ist, gleich —2, wenn die
Endpunkte zur gleichen Zeit genommen werden, an-
sonsten gleich Null. Die Graphen dienen zur Ver-
anschaulichung dessen, auf welche Arten die n
Punktepaare, die in der n-ten Ordnung der Entwick-
lung der Exponentialfunktion dazukommen, zeitlich
zusammenfallen konnen. Diese n Punktepaare kon-
nen auf n! Arten miteinander permutieren, was sich
gerade mit 1/n! der Entwicklung kiirzt. (1/2)" fallt
heraus, da jedes Punktepaar in sich vertauscht wer-
den kann. Einige Permutationen geben aber nichts
Neues und miissen weggelassen werden, d. h. man
muf} dividieren durch 2 bei jeder symmetrischen
Schleife an einem Punkt, durch r!, wenn r identische
Schleifen von einem Punkt ausgehen, durch s!, wenn
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Abb. 1.

eine s-fache identische Verbindung zwischen zwei Punkten besteht. Die Graphen sollen nur einen Zahlen-
wert tragen, die Dimension ergibt sich bei der n-ten Ordnung der Entwicklung (n innere Linien) zu
(ufi )™ (1fViein+).

In Abb. 110 sind die Graphen so geordnet, daB die Graphen von a; ein {7 haben. Sind #; und ¢,
durch mehrere Linien verkniipft, trigt der Graph zu mehreren a; bei; die einzelnen Beitrdge sind mit
einem Index versehen worden. Bei dieser Anordnung liBt sich die Fourier-Transformation sofort durch-
fiihren, im lime¢— 0 wird:

9 b 1 4
Jagl k) e—iot dp T J‘ 2R T1 §(2K) (1) emiwt dg = *172— ~e(iew)k,

10 Herrn Dr. Karser danke ich fiir eine Idee, wie man sich iiberzeugen kann, dal man auch wirklich alle Graphen fiir a, in einer
bestimmten Ordnung gefunden hat. Dazu setze man die Momente M2,=1 und erhilt fiir a,, wenn man alle Graphen mit
dem richtigen Gewicht nimmt,

20 21 22 93 24

ay= '*'l8+ —f,u+ 3 # +~— . e

ut
1! 31 (g2 ' 4l (i.s)8+""
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und wir erhalten somit folgenden Ausdruck

V2aiy(o) =kZOczk w’k, (I11)

3. Numerische Berechnung

Wir haben yx(w) wieder als zweifach unendliche Reihe geschrieben; die Koeffizienten a; sind namlich
ihrerseits unendliche Reihen in s (i® &* 1) 2. Aus diesen Reihen von Graphen kénnen die @; niherungs-
weise berechnet werden. Beschriankt man sich jeweils auf das 1. Glied bei den a;,, ergibt sich folgender Na-
herungsausdruck 7, welcher im Falle des harmonischen Oszillators schon exakt wére:

iy ie ie 5 lie? 0,388 (Vi ¢/4
V2aig(w)~—— VVZ o= W0 e l/ e oty = 71;0,388((]/11%')2 W

Der Pol dieser Summe ist aber komplex und ¢-abhingig. In unserem quantenmechanischen Modell ist es
aber auch nicht richtig, nur tber diese Graphen zu summieren, da sie mit ¢ gegen Null gehen und nichts
zu /~ (w) beitragen. Man muf} sich ein Verfahren iiberlegen, das gestattet, alle Graphen zu erfassen und
physikalisch sinnvolle, d. h. e-unabhédngige und reelle Approximationen fiir die Pole der Zweipunktfunktion
liefert. Wir werden also versuchen, die a; der Formel (III) so zu bestimmen, daf} sie nicht mehr von & ab-
hangen. Doch vorher wollen wir diese noch umformen, wodurch die Rechnung wesentlich vereinfacht wird.
Die o, lassen sich niamlich, wie aus Abb. 1 ersichtlich ist, ausreduzieren (siehe 7) :

O =01,

y=pnat+uaf,

ap=p2ad+u?-2a2 B+ u2ay,
ag=plat+ud-3a2f+ud-2ay+uda® 2+ udadd.

Fir a = o, ergibt sich:

/e 2
a=0,33798912 V'€ 10,0927099 -“ —0,021827 — 5
VA ich Vie® VA
3 4
+0,008505 40 —0,004048 1t + (1v)

Fiihren wir hier den lim ¢ — O aus, divergieren fast alle Glieder der Reihe. Deshalb miissen wir sie, bevor
wir ¢ gegen Null gehen lassen, geeignet umformen. Wir betrachten die Reihe

X 22 [z \43 ]_4 Vie <_2_ 2 > " (__4 4 )7 N

,gl u A”[(IJFL i-'fsffl) 1= Ay vi o Ayt 3 = el T\ " a Ay + 9 A3>}/is"'l/i:’
(5 1 1 ? 8 4 ut V)
T(243 A= g dat A4) (ie)4 22 +( 72941t 15 ‘45)Vis“1/;.”+"' :

Die linke Seite stellt im lim e— 0 die endliche Grofle > A, ']q//:/)tz dar, die rechte ist gleich o nach dem
r=1

Koeffizientenvergleich
4A4,=0,33798912; 24,+ $4,=0,0927099; —d+ §43=-0,021827;

usw., woraus sich die A4, berechnen lassen, und wir erhalten:

g 4
u

a=(0,253492 + 0,054568 —0,020946 +0,028327 —0,004749%...) 1/ I (VI)

Hier erhebt sich natiirlich die Frage nach der Konvergenz dieses Verfahrens, darauf soll aber weiter un-
ten noch eingegangen werden.

Fiir o, konnten wir das Quadrat einer solchen Reihe ansetzen und wieder die Koeffizienten systematisch
bestimmen, wesentlich einfacher ist es aber, die irreduziblen Graphen nur aufzusummieren.
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Fiir f ergibt sich nach Berechnung der einzelnen Graphen:

f—0,00423837

ud

ut

Vie' Va® —0,00515406 o +0,0040461 Vie ' yi® ¥.
Durch Koeffizientenvergleich mit einer zu (V) analogen Reihe
= i‘-f §2 u 4/3y B 74, /‘2, 717 Ja, 74;7 ut
23 P BV[(1+ V'i%ff}.) _1]_ o Bs yieryir T3 Ba gy T Bs it yar o
finden wir den im lim ¢ — O endlichen Ausdruck:
Py 3 = B I
f= > B, ]/j‘? — (0,009536 — 0,015462 +0,015173 +. . .) ]/fg‘.;,
»=3 ¥ <
4
ebenso fiir 7 =0,000196469 -4 . F...
Vie Vi
. = i e? [z v\ _ 4 out .
mit =z F,[(H ywl) _1]—15 Ty b 4
fo's) 3 / 8
y= > T, ]/ % =(0,000736760%...) ]/j‘
d fi 5 —0,000000107 . 4 . + I . ,
un ur = U, VL.EHV}:T_..'= 21 7VL;;|7V}'7—|-....

5= 3 4, 1/ & - o0000aze1 =) |/ L.

Wenn wir so die a; geniigend genau berechnet ha-
ben, kénnen wir die @, und |2, [> durch Vergleich
mit der am Anfang angegebenen Formel (I):

’ Z10 ‘2, ‘ T30 F | I T50 ]2, )
Byt ( [ + W3p W3 Tows Jo
a _2(‘110 |2 4 'f:;o ]2 A, [150‘2 . ) (VH)
o= 01,° Wg0° W5 ’

usw. unter Vernachldssigung héherer Glieder be-
stimmen. Wir wollen nun die Ubergangsfrequenzen
und -wahrscheinlichkeiten in den niedrigsten Nihe-
rungen aus dem Gleichungssystem (VII) berechnen.

Da ;?(a)) sowohl in (I) als auch in (III) als doppelt
unendliche Reihe dargestellt ist, miissen wir auf zwei
Arten ndhern: Es werden in (I) nur endlich viele
Pole beriicksichtigt und in (III) werden die a; nur
bis zu einer endlichen Ordnung in w (i3 &3 1) =" be-
rechnet. Systematisch konnen wir so vorgehen, daf}
wir die oz in (III) bis zu einer bestimmten Ordnung
berechnen, so viele Pole in (I) nehmen, wie in der
bestimmten Ordnung berechnet werden kénnen und
diese aus der doppelten Anzahl der Gleichungen
(VII) fiir die o ermitteln. So haben wir in der er-
sten Ordnung nur einen Beitrag zu a und konnen
nur den ersten Pol beriicksichtigen, erhalten also als
erste Naherung aus (VI):

3

a = 0,253492 ]//,/g,,

) |1107E T
W19 ¢

|z |2 2 3 5

2170l compata (0,253492)2 ]/ £,

Der Zahlenfaktor ergibt sich aus § M,, und somit
wird die erste Naherung

_ 1/ _ 31/727.

W10 1 . 1,986 ol
- 1 y 3 B
|40 2= 5~ 29 019 =0,2517 V L.

In der zweiten Ndherung haben wir nach (VI):
2 8 =
glml 5 03081 ]/ )

9
@19

) | xwf

3T

gt~ (0,3081)2 3]/7'“5'

I

und daraus

w1=1,802 ]/l: ;|79 [?=0,2776 V—ulz .

Wie weit miissen wir gehen, um den néchsten Pol zu
i 5
erhalten? Da wir vier Unbekannte w,,, |24 [2, o3
und |z 2 bestimmen wollen, brauchen wir vier
Gleichungen: fir a5, a;, @, und a3. In der Bestim-
mungsgleichung fiir ws, tritt aber schon ein ¢ auf,
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dieses beginnt erst mit der 7. Ordnung. Deshalb
miissen wir a, f, 7 und 0 bis zur 7. Ordnung berech-
nen. Es ist auch einleuchtend, dall wir diese vier
GrofBlen zur Bestimmung von den vier Unbekannten
brauchen. DaB wir w;, und |2, [? oben lediglich
aus a bestimmen konnten, liegt daran, daf} es noch
die Vertauschungsrelation gibt !1:

Q=
ay=pa®+uaf

ay= 2 ad+ u2 202 f+u2aty

dg=pdat+ 333 B+ 3203y +ud o Bt P add ~

durch

2 a
Wyi=—"3
10°= 575

3/q.2
o _ 3—alfa? 1

Diese Ausdriicke schitzen wir ab, indem wir a, f
und y nicht bis zur 7. Ordnung berechnen, sondern
die oben bis zur 5. Ordnung berechneten Werte ein-
setzen.

Wir erhalten:

3 1 . 3 '1“ .
Wy =1,766 ]/ o | 24 2 =0,2776 ]/; L

3 - 3
wge= 10,56 ]// /fg i |2 [*=0,002032 Vﬂllr )
(IX)

Analog konnen Gleichungssysteme fiir hohere Nahe-
rungen aufgestellt werden. Zum Vergleich errechnete
HersenBerc mit der neuen Tamv—Dancorr-Methode 3
in erster und zweiter Naherung &hnliche Werte.
Die genauen Werte, die mit elektronischen Rechen-
maschinen aus der ScHrRODINGER-Gleichung berechnet
wurden, sind 173:

3 B 3 T
Wy =1,72566 ]/;j;; | 240 2= 0,28650 ]/ - 11 i
Wgy=6,66775 y e 3|73 [P =0,0008364 VW'

Wir sehen daran, daB es uns gelungen ist, die Uber-
gangsfrequenzen und -wahrscheinlichkeiten so zu be-
stimmen, daB sie nicht mehr komplex und und e-ab-
hiingig sind. Die Approximation fiir den ersten Pol

11 W. Heisexsere, Z. Phys. 33, 879 [1926].

- al(ay—p% w2 |
ag a?0+f3—2afy’

G. ROPKE

1 g
#v—=2(a)10[:c10 2+ wgq | 239 |2 + Wy | 250 [2+.. ).
(VIII)

Diese Formel konnten wir auch als erste des Glei-
chungssystems (VII) bzw. des folgenden Gleichungs-
systems schreiben. Aber ihre Glieder konvergieren
nicht allzu rasch. So I6sen wir in der 7. Naherung

%2<[Im|z,_}_ ]T30|?>,
Wyg @30

ET N E Y
%2( 10y ,,303,)

3
W1 W3

2
~9 ] 37105|
Wy

2 2y 2

7 L ]
(24T

3 5
| 240 [2= ’;’7 o 1/ i

ag

1

1
5 @30 Sz @ (ay—f7) ub.

l T30 ]2’~" a5

in (IX) ist schon recht gut, wiahrend der zweite Pol
zunéchst nur groflenordnungsmalig richtig erscheint.
Es kommt hier vorerst nicht so sehr darauf an, die
schon gut bekannten Werte fiir den anharmonischen
Oszillator noch einmal zu berechnen, sondern, daf}
die Rechnung durchweg in einem mehrzeitigen For-
malismus durchgefiihrt werden kann und sich ein
funktionales Integral von nicht-Gaussschem Typ aus-
werten 1af3t. Zum Schluf} soll noch etwas zum kriti-
schen Punkt gesagt werden: Konvergiert dieses Ver-
fahren? Es wurden bei der Berechnung mehrere
Male unendliche Reihen umgeordnet. Zu einer stren-
gen mathematischen Begriindung dieser Prozeduren
wire es notig, die absolute Konvergenz der Reihen
im Gitterraum zumindest in einem gewissen é-In-
tervall zu zeigen, von dem man aus analytisch fort-
setzen kann. Ein Beweis der Konvergenz ist aber
sehr schwer, dhnlich wie in der Storungstheorie tre-
ten in hoheren Ordnungen zu viele Graphen auf, und
man kann sie nicht abschétzen.

Wir kénnen in unserem Modell nur die ersten
Glieder berechnen und die Anfangsglieder der Rei-
hen (IV) und (VI) betrachten und stellen fest, dal}
diese alternieren und zu konvergieren scheinen. Fiir
die Untersuchung der Konvergenzgeschwindigkeit
miiite der weitere Verlauf dieser Reihen studiert
werden.
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4. Weitere Probleme

Es sollte auch moglich sein,

(wo|2? | wo) =2(ty, ts) | ty=re = 2(0)

zu berechnen. E ist gelungen, die Fourier-Trans-
formierte y(w) als Potenzreihe in w? darzustellen:

V2= i;(w) = > a; w?,
K=0

Wollte man aus diesen a;, das (v, |2%|vy,) berech-
nen, wiirde man eine Summe iiber lauter J-artige
Singularitdten haben. Deshalb mufl in den Gitter-
raum zuriickgegangen werden. Zur Berechnung von
2(0), %' (0),..., %™ (0) ist ein anderes Graphen-
schema geeigneter, welches sich sofort ergibt, wenn
die Entwicklung der Zweipunktfunktion nach dem
kinetischen Teil von L dargestellt wird (II) und
nicht nach Differenzen des KroNecker-Symbols
8{%) geordnet wird, sondern nach KroNECKER-Sym-
bolen 631’12,6,'1,;2-&5. # .611,12tn5. Dieses ist in Abb. 2
dargestellt. Dabei bedeuten die Kombinationsgroflen
k,:

1
ko =M, 0,338 —r,

1
k=M, — k2 =0,136 , -,

1
k6=M6_3k4k2—k23 =0,077 Vl:é';.ﬂi,

x (@ =k;, + ke &+ 3 ket 2 ko ky } (Tﬂ

I S A
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k8=M8_4k6k2

1
=3 ky® = 6 kg ky® — kyt =0,047 ;1o
kyo=Myg—5kgky —10 kg kg— 10 kg k>
2 3 5 1
— 15k ky—10 kg b — k3 =0,022 T

Sie entstehen, indem wieder alle Bedeckungen der
Gitterpunkte abgezogen werden, so daf} die nicht-
zusammenhéngenden Teile der ,,Vakuumgraphen®
unabhéngig voneinander laufen kénnen, aber im Ge-
gensatz zu den f, bleiben 2 Punkte jeweils von vorn-
herein zusammen. Die Vielfachheit eines Graphs
ergibt sich aus der Anzahl der Anordnungsméglich-
keiten der numerierten inneren Linien, die zu ver-
schiedenen Reihenfolgen der eingeschobenen Zeiten
(PO —2 einer Schleife und +2
einer Linie sind gegen (%)" gekiirzt. Fiir %(0) er-

gibt sich:

.t, fithren.

- 'ﬂ,
72(0) = 03381/ f +0136 5

__ (e iu\3
+0,084 7 (8) +0,052 1)2( )

1 ( i/{)5
Vie (161)3 £

i\
+0008V }.(s)+

+0,031 (’f) 40,017

3‘{kg + 6 kl', + 6k6kl}(

¥ FY o

+37{ ko + 24 koky 12 kekyt 12 kg ky + 12KEK, + 6 k k2 +2(MM—HiM,— 61, M +-6H5) }("‘)

X YH HH < b= =

)= K2 kb ()

L Hk Y& H

o

o f{ Gk, +6kE + 6kpkE (K231 FEE) +

.

+i {8 kgky + 2k koky+ 24 kok: + 24k k, +24 kik, + 8 (MM, ~MIH-6M, M+ ENT) )(%‘)"t..

b HH Y4 Y N

V(2= 2k (EV+ 5180k (2 + & {36 kkE + 12 kik,

4 @

+ 24 kek? + B(MI-3MOM, } (5.

e L e O R

=
Zeitachse et

Abb. 2.
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Durch eine Reihe

i e\
T (R g

yv=1 M
2 1 1 1 7
=5 4 1/;'8;.'7“(_ g A1+ Af’-)(ia)?}
4 2 G
+(—ﬁAl+ 9 A3>Vi£7 V}¢+

kann wieder teilweise so aufsummiert werden, dal}
eine ¢-unabhiangige Reihe entsteht:

7(0) = (0,51 — 0,24 +0,27 — 0,38+ 0,16
+0,25+0,03%...) V1/ui.

Der Ausdruck, der groflenordnungsmiflig das rich-
tice Resultat (=~ 0,28 i'/l/,u/'v) liefert, konvergiert
nur sehr schlecht.

Das hier fiir den Fall des anharmonischen Oszil-
lators durchgefiihrte Verfahren laft sich folgender-
mallen verallgemeinern:

BERECHNUNG DES ANHARMONISCHEN OSZILLATORS

Fiir jedes Potential /' =/ 2" existiert eine Reihe
der Art (V), welche im lim e — 0 ein endliches Er-
gebnis liefert. Denn mit

1
Mn~ m/ o,
] LEA
. = Le w \n
wird o= 2 Gy 'il ;ln+2( rye ) 5
welches sich durch die Reihe
o 22 v 2m/(m+2)»
X ’ecv[(1+ — > —1]
=1 " (ze)V]/zs/.

e-unabhéngig aufsummieren laft.

Fiir zahlreiche wertvolle Diskussionen danke ich den
Herren Dr. M. Horrmany, Dr. H.-J. Karser, Dr. A. Kiin-
~eL und ganz besonders fiir die Anleitung zu dieser Ar-
beit Herrn Prof. Dr. G. HeBer.



