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Energy eigenvalues and transition-probabilities for the anharmonic oscillator are calculated by 
evaluating functional integrals in a lattice-space and reordering infinite series in summable series. 
The results are compared with the known values. 

1. Das quantenmechanische Problem 

Der anharmonische Oszillator 

dient als quantenmechanisches Model l zur Quanten-
theorie stark gekoppelter Felder. Lösungsmethoden 
der Feldtheorie können an ihm erprobt werden. 
Seine Energieeigenwerte und Übergangswahrschein-
lichkeiten lassen sich numerisch aus der S C H R Ö D I N -

GER-Gleichung berechnen 2 . Sie können auch für 

den einzeitigen anharmonischen Oszillator unter 
Vermeidung der ScHRÖDiNGER-Gleichung mit der 
neuen TAMM-ÜANCOFF-Methode berechnet werden 3 ' 4 . 
Im Hinbiide auf eine relativistische Feldtheorie ist 
ihre Berechnung mittels der funktionalen Integration 
besonders interessant; sie ergeben sich dort aus der 
FouRiER-Transformierten der Zweipunktfunktion. 

Die Zweipunktfunktion ist der Grundzustands-
erwartungswert des zeitlich geordneten Produktes 
zweier Ortsoperatoren: 

X ( h , h ) = (v'o | T x ^ ) j V'o) • 

Sie läßt sich mit der Sprungfunktion &{t) = 0 für £ < 0 ; = 1 für £ > 0 und nach Einschieben eines voll-
ständigen orthonormierten Lösungssystems des HAMiLTON-Operators fo lgendermaßen schreiben: 

oo 

Xih,t2) = @ ( t 2 - t j 2 1(^0 k l Vn) ! 2 exp {i/h(E0-En) ( u - t x ) } 
M = 0 

OO 

+ 0(ti-u) 2 | ( V ' o | z | Vn)i 2 e x p { i / h { E 0 - E n ) ( t i - t 2 ) } . 
71 = 0 

Die FouRiER-Transformation läßt sich hier ohne weiteres durchführen und ergibt 

\ 1 f / \ r • .1 i . 2 ^ | xno [2 fOno 
= V 2 n )X(t)exV{-lCDt}dt= y2ji-in2 cuno2_co2. 

Sie enthält die Übergangsamplituden xM = (y0 j x j t/'„) und die Übergangsfrequenzen ü)llf)= {En — E0)/h . 
W i r entwickeln für OJ/OJ10< 1 diesen Ausdruck in eine Potenzreihe von co2: 

Y ^ L = ( ' XL° '2 + 12 + J"50'2 + . . . ) + F K , 0 32 + !X3032 + . . . )OJ2+ F*10F + . . . U 4 + . . . . ( I ) 
2 \ co10 co30 co50 j \ co103 co303 / \ co105 ) 

Die Beihe kann umgeordnet werden, da sie absolut konvergiert . Beweis : Die Koeff izienten werden von 
der Vertauschungsrelation majorisiert [siehe ( V I I I ) ] . A u s Paritätsgründen sind die x2n,o gleich Null. 

2. Die Entwicklung im Gitterraum 

Die Zweipunktfunktion läßt sich auch als funktionales Integral darstellen 

X(ti,t2) = jx(ti)x(t2) exp {(i/h) J ' L d O Dx(t)/$ exp{{i/h) Ldt}Dx(t). 

* Neue Anschrift: Instiut für Theoretische Physik der Tech-
nischen Universität Dresden. 
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Die Berechnung solcher funktionaler Integrale kann nach einer Methode von H E B E R U. a. 6 ' 7 im Gitterraum 
vorgenommen werden. In unserem quantenmechanischen Fall gehen wir folgendermaßen vor : Symmetrisch 
zu (f1 + fo ) /2 werden auf der Zeitachse t N äquidistante Punkte im Abstand e ausgewählt. Die Funk-
tionen x(t) werden durch die A-tupel x(tv) =xv dargestellt, v=l, 2, 3 , . . . , N. x(t) (stetig) wird beliebig 
gut durch einen Polygonzug durch diese Punkte approximiert, indem wir erst N gegen oo, dann £ gegen 
Null gehen lassen. Die funktionale Integration wird dan zu einem A-fachen Integral über alle xv. Eine In-
tegration bezüglich der Zeit wird durch eine Summe ersetzt, eine Differentiation bezüglich der Zeit durch 
einen Differentialquotienten, z. B. 8 : 

t_t |>(*, + e) -2 x{tv) + x(tv-£)] =xv. 

In diesem Sinne schreiben wir die Zweipunktfunktion folgendermaßen mit m/h = jii, l/4>h=X: 

X(h>k) = 

f ••• f x(tt) x{to) exp{ i s 2 { — 1/XXV xv — K xv4) } 
V = 1 

• dxv • 

f ••• / exp {£ £ 2 (~i P Xv 
V = 1 

- /. Xy4) } " " " <iXy • 

f x(tt) x(to) exp{ — i £ 2 X X v 4 } d^'xv + 
TV 

— ^ ] 2 / * ( ' i ) «('«) *('«) [x(t3 + £) -2 x(t3) +x(ts-£)]exp{-i £ ̂  X xvi)d^xv +. 
2 £- 1% N 

f e x p { - i f i 2 Xxv4} d^Xr + i 2 / * s l > a + e - 2 x3+x3-£] e x p { - i £ 2 X xv*} d"xv 
2 is j t ' ! ) 2 2 J x , [ ] x4[] e x p { - £ £ 2 A x / } 

2! \ 2 is)t3t4 N 

dNxy+. . . , (II) 

Die Gleichungen sind im l i m A —> oo l i m e - > 0 zu 
verstehen. Der kinetische Teil der LAGRANGE-Funk-
tion i jux2 wurde in —hjuxx umgeformt (der Ein-
fluß des Randes v=l, N fällt bei der Division her-
aus) und nach diesem wurde die e-Funktion ent-
wickelt, um so die einzelnen Integrationen zu ent-
koppeln. Die Integrationen über die einzelnen xv er-
geben die Momente Mn'M je nachdem, wieviele der 
tl , to , £3 5 • • • gerade auf dem jeweiligen Gitterpunkt 
tv liegen: 

MR = 

Mr, 
J' x« dx 

/ e-ütz4 dx 

+ 00 

M = f e~ieXx> d x , 

M0= 1, 

M 2 = r m • Viel =0^33798912 ^ , 

^T ( 5 / 4 ) # 1 _ 

F ( 1 / 4 ) ] / I £ 7 ? 

1 
iel ' 

0,33798912 J T ( 7 / 4 ) _ 1 = 3 

F ( L / 4 ) ' YLTX 3 ~ 4 yi £ ; . 3 ' 

usw., die ungeraden Momente verschwinden. Die In-
tegrale für Mn sind als Grenzwert zu verstehen, in-
dem ein konvergenzerzeugender Faktor hinzugefügt 
wird, z .B . im l i m 2 " - > 0 mit X = X' — iX", A">0. 
Was bedeutet aber dieser konvergenzerzeugende Fak-
tor physikalisch? Wenn X mit einem kleinen Imagi-
närteil versehen ist, so bewirkt das im Ergebnis 
( IX) , daß 0Jn() = ojn0 — i cow0wird, der Pol wird leicht 
verschoben sein. Das heißt, daß das n-te Energie-
niveau schwach gedämpft sein wird, was wiederum 
eine Auszeichnung der Zeitrichtung und damit Aus-
druck; der Kausalität ist. Die Funktionalintegrale 
sollen also in diesem Sinne verstanden sein, daß .X 
einen kleinen negativen Imaginärteil enthält. Die 
Momente sind deshalb auf so viele Stellen angege-
ben, weil in der folgenden Rechnung oft Differen-
zen fast gleichgroßer Zahlen auftreten, welche also 
hinreichend genau bekannt sein müssen. 

Zur weiteren Behandlung des Ausdruckes (II) führen wir 2 Größen ein: Einerseits die Differenz des 
KRONECKER-Symbols i m G i t t e r r a u m 

ötlt2 = 1 für tx = t2\ = 0 sonst; - > S{t1-t2), 
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ö't[h = 1 für t1 = t2±e; = - 2 für tx = t2\ sonst; ~ d"{tx-t2), 

= )n+m(^m) fÜr h = h±me; dm (<1 _ ^ . 

Zum anderen benötigen wir die Kombinationsgrößen / „ . Wenn wir nämlich z. B. den Ausdruck 

2 • " 2 / X 1 • • • e x p { - 1 £ 2 A a;,4} d ^ y 
fl /V 

berechnen wollen, können wir zunächst so tun, als liefen alle unabhängig voneinander über die N Git-
terpunkte, und wir erhalten Nn MN Mxn. Jetzt bedenken wir, daß es auch vorkommt, daß zwei der xt zusam-
menfallen, dann müssen wir ein Mx2 durch ein M2 ersetzen, und die Berücksichtigung aller Möglichkeiten 
führt zu einem Zusatzterm + (?) V r a _ 1 MN M1n~2(M2 — Mx2). In diesem Ergebnis müssen, wenn drei der 
x-t zusammenfallen, ein Mt3 und drei (M2 — Mt2) Mx durch ein M3 ersetzt werden, was einen Zusatzterm 
+ (?) Nn~2 MN M ^ - 3 (M3 — 3 {M2 - Mx2) M\-Mx3) ergibt, usw. Allgemein erhalten wir die Kombinations-
größen /„ rekursiv, indem wir die v Punkte in alle möglichen Gruppen zerlegen (graphisch etwa folgen-
dermaßen . . und das dieser Zerlegung entsprechende Produkt der /,.; mit dem Gewichtsfaktor 
vlKUvil Yiöi'i) v o n Mv subtrahieren, wobei r4- die Anzahl der Punkte in einer der Gruppen und g-t die 
Zahl der Gruppen mit gleichviel Punkten ist. In unserem Modell tragen nur Zerlegungen in Gruppen mit 
einer geraden Anzahl von Punkten bei. Wir erhalten folgende Werte: 

f 2 = M , = 0 ,33798912 1 / 1 - , , '* yie). 

/4 = M4 - 3 /o2 = - 0,09270994 , 

/• = M 6 - 1 5 / 4 / 2 - 1 5 / 2 3 = 0 ,1443549 

f8 = M 8 — 28 / 6 f2 — 35 /4 2 — 210 /4 / 2 2 — 105 /.24 = - 0 , 5 0 0 6 2 8 8 • . * 2 , (l £ A) 

/ 1 0 = M 1 0 - 45 / 8 / 2 - 2 1 0 / 6 / 4 — 63 0 / 6 /2 2 — 15 7 5 f 2 /2 - 3 1 5 0 / 4 / 2 3 - 945 / 2 5 = 3 ,011392 

Nun können wir die Division (II) durchführen. MA 

kann aus Zähler und Nenner gekürzt werden. Der 
Nenner kann, solange wir bis zu einer Ordnung < N 
entwickeln, aus dem Zähler ausfaktorisiert werden. 
Dabei fallen genau alle Glieder weg, die N enthal-
ten (Vakuumterme), so daß x(tx, t2) nicht mehr von 
A abhängt. Was dann vom Zähler übrig bleibt, wenn 
der Nenner herausgehoben ist, kann durch Graphen 
dargestellt werden (Abb. 1 ) . Die Graphen bedeuten 
dabei folgendes: In der n-ten Ordnung werden zu 
r r ^ ) und a;(£2) noch n Punktepaare hinzugefügt, 
welche jeweils durch eine zweite Ableitung verknüpft 
sind, x ( ^ ) wird durch eine einlaufende, x ( f 2 ) durch 
eine auslaufende Linie dargestellt, die n Punkte-
paare durch n innere Linien. Die Linien bilden einen 
zusammenhängenden Graphen, nichtzusammenhän-
gende Graphen enthalten eine Potenz von N und 
wurden gekürzt. 

Die Punkte, zwischen denen die Linien laufen, 
tragen eine bestimmte Zeit tv des Gitters. tx (ein-
laufende Linie) und t2 (auslaufende Linie) sind fest, 

über alle übrigen Zeiten wird summiert. Ein Punkt, 
von dem 2 n Linien ausgehen, ist mit 2 n xi belegt. 
Er ergibt eine Kombinationsgröße /-?n, denn von 
M 2n müssen alle möglichen Bedeckungen abgezogen 
werden. Eine innere Linie ist eine zweite Ableitung 
im Gitterraum, sie ist gleich + 1 , wenn die Zeit-
differenz der Endpunkte e ist, gleich — 2, wenn die 
Endpunkte zur gleichen Zeit genommen werden, an-
sonsten gleich Null. Die Graphen dienen zur Ver-
anschaulichung dessen, auf welche Arten die n 
Punktepaare, die in der n-ten Ordnung der Entwick-
lung der Exponentialfunktion dazukommen, zeitlich 
zusammenfallen können. Diese n Punktepaare kön-
nen auf n! Arten miteinander permutieren, was sich 
gerade mit 1 /n! der Entwicklung kürzt. ( 1 / 2 ) n fällt 
heraus, da jedes Punktepaar in sich vertauscht wer-
den kann. Einige Permutationen geben aber nichts 
Neues und müssen weggelassen werden, d. h. man 
muß dividieren durch 2 bei jeder symmetrischen 
Schleife an einem Punkt, durch r ! , wenn r identische 
Schleifen von einem Punkt ausgehen, durch 5!, wenn 
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Abb. 1. 

eine s-fache identische Verbindung zwischen zwei Punkten besteht. Die Graphen sollen nur einen Zahlen-
wert tragen, die Dimension ergibt sich bei der n-ten Ordnung der Entwicklung (n innere Linien) zu 
(ju/i E)n' ( 1 / 1/ieXn + x ) . 

In A b b . 1 1 0 sind die Graphen so geordnet, daß die Graphen von ak ein haben. Sind und t2 

durch mehrere Linien verknüpft, trägt der Graph zu mehreren a k b e i ; die einzelnen Beiträge sind mit 
einem Index versehen worden. Bei dieser Anordnung läßt sieht die FouRiER-Transformation sofort durch-
führen, im l ime—>-0 w i r d : 

•j^JaSP«"1"'*-* e-"dt= y ^ e ( i e a > ) 2 * ; 

10 Herrn Dr. K A I S E R danke ich für eine Idee, wie man sich überzeugen kann, daß man auch wirklich alle Graphen für a0 in einer 
bestimmten Ordnung gefunden hat. Dazu setze man die Momente M 2 « = l und erhält für a0 , wenn man alle Graphen mit 
dem richtigen Gewicht nimmt, 

2° . 21 22 p2 , 2 3 /u3 , 24 /x4 



und wir erhalten somit fo lgenden Ausdruck 
^ oo 

(III) 
k=o 

3. Numerisdie Berechnung 

W i r haben %(OJ) wieder als zweifach unendliche Reihe geschrieben; die Koeffizienten AK sind nämlich 
ihrerseits unendliche Reihen in /t (i3 e3 l) Aus diesen Reihen von Graphen können die 0Lk näherungs-
weise berechnet werden. Beschränkt man sich jeweils auf das 1. Glied bei den a k , ergibt sich fo lgender Nä-
herungsausdruck welcher im Falle des harmonischen Oszillators schon exakt wäre : 

" v Vis is o -,/is3 0 , 0 , 3 8 8 ( V i SIA) 
Y2 71 I T { M ) ÄS 7 + -Y ßOJ2+ / , LI OJ - + - . . . = ,—NR » • 
r /vV ; y i X A \ X ' 1 — 0 , 3 8 8 ( y i s/X) fx co2 

Der Pol dieser Summe ist aber komplex und £-abhängig. In unserem quantenmechanischen Model l ist es 
aber auch nicht richtig, nur über diese Graphen zu summieren, da sie mit £ gegen Null gehen und nichts 
zu x(co) beitragen. Man muß sich ein Verfahren überlegen, das gestattet, alle Graphen zu erfassen und 
physikalisch sinnvolle, d. h. e-unabhängige und reelle Approximat ionen für die Pole der Zweipunktfunktion 
liefert. W i r werden also versuchen, die a k der Formel ( I I I ) so zu bestimmen, daß sie nicht mehr von £ ab-
hängen. Doch vorher wollen wir diese noch umformen, wodurch die Rechnung wesentlich vereinfacht wird. 
Die a k lassen sich nämlich, wie aus A b b . 1 ersichtlich ist, ausreduzieren (siehe 7 ) : 

a 0 = a , 

= u a 2 -f u a ß , 

a 2 = ,U2 A3 + JLI2 • 2 ÖL2 ß + /LI2 a 2 y , 

a3 = u3 a4 + f i 3 • 3 a 7 + / ( 3 ' 2 a 3 7 + u3 er ß2 + ju3 a3 d. 

Für a = a0 ergibt sich: 

ot = 0 , 3 3 7 9 8 9 1 2 T'7 6 + 0 , 0 9 2 7 0 9 9 - 0 , 0 2 1 8 2 7 I/i isi yis yA 

+ 0 , 0 0 8 5 9 5 ^ - 0 , 0 0 4 0 4 8 ^ g y p + . . . . < I V > 

Führen wir hier den l i m £ - > 0 aus, divergieren fast alle Glieder der Reihe. Deshalb müssen wir sie, bevor 
wir £ gegen Null gehen lassen, geeignet umformen. W i r betrachten die Reihe 

J R V ^ + V ' & R - 1 ! - 3 ^ 3 ) W F W 

, ( 5 . 1 , 1 . \ ß3 ( 8 . 4 . \ u* ( V ) 
\243 1 ~~ 9 A*-+ 3 A*J (is)*l2 + \ 729 15 ) yu"yi& + • ' ' ' 

Die linke Seite stellt im l i m £ - > 0 die endliche Größe 2 Av ^u/X2 dar, die rechte ist gleich a nach dem 
r = l 

Koeffizientenvergleich 

1 ^ = 0 , 3 3 7 9 8 9 1 2 ; f A = 0 , 0 9 2 7 0 9 9 ; - 4 t A + M s = - 0 , 0 2 1 8 2 7 ; 

usw., woraus sich die Av berechnen lassen, und wrir erhalten: 
3 j 

a = ( 0 , 2 5 3 4 9 2 + 0 , 0 5 4 5 6 8 - 0 , 0 2 0 9 4 6 + 0 , 0 2 8 3 2 7 - 0 , 0 0 4 7 4 9 ± . . . ) j . ( V I ) 

Hier erhebt sich natürlich die Frage nach der Konvergenz dieses Verfahrens, darauf soll aber weiter un-
ten noch eingegangen werden. 

Für ax könnten wir das Quadrat einer solchen Reihe ansetzen und wieder die Koeffizienten systematisch 
bestimmen, wesentlich einfacher ist es aber, die irreduziblen Graphen nur aufzusummieren. 

/ > 2 >A 4/3v 4 . Vis / 2 . 2 . \ u l 4 . 4 



Für ß ergibt sich nach Berechnung der einzelnen Graphen: 

" " AAAClC/ in^ ß = 0,00423837 -0,00515406 +0,0040461 .. (i -/TS + 1 ' Ft £ ] / / ' (l S) X Vi £ \0. 

Durch Koeffizientenvergleich mit einer zu ( V ) analogen Reihe 

2 B v 
y = 3 f* I 4/3» 

- 1 
4 

= 9 yi 7B yx 
1 r J 3 . 4 

3 4 ( i £ ) 4 ; 2 ^ 15 
r> = 

5 F i « 1 1 5 + 

finden wir den im l i m £ - > 0 endlichen Ausdrude : 

= (0,009536 - 0,015462 + 0,015173 ± . . . ) ]/ 

z"4 

ß= I Br v=3 

ebenso für 

mit 

und für 

y = 0,000196469 .. V, -pr% + ... ' ' j/i £ yA 

I - r e - r , 
/ «2 *\4/3v 

i i3 £3;. 
i i = 4 r 

1 15 5 F i f 1 1 FA5 

oo a / 
y= J Tv ] / \2 = (0,000736760±...) 

(5 = 0,000009107 TT; f ; ° 1 / r7 ± . . . = A
7
 ^ 

yt fi yX 91 7 

4 
21 yi £17 y;. 7 + , 

; = (0,00004781 +...) y * 

Wenn wir so die a& genügend genau berechnet ha-
ben, können wir die CO„Q und | xno j2 durch Vergleich 
mit der am Anfang angegebenen Formel ( I ) : 

xio I 

a, o = 2 

a1 = 2 

x10 

+ 
+ 
+ 

: a1 « i fi a.* 

0,253492 

(0,253492)2 

/ n; 
X2 

X4 

( V I I ) 
Der Zahlenfaktor ergibt sich aus f M

2
, und somit 

wird die erste Näherung 

"'«• 1- 1 - 9 8 6 yj--

k i o l 2 - « , o = 0,2517 

In der zweiten Näherung haben wir nach ( V I ) : 

co10 

COj 

und daraus 

:ft a-

0,3081 

(0,3081)2 

y * 

usw. unter Vernachlässigung höherer Glieder be-
stimmen. W i r wollen nun die Übergangsfrequenzen 
und -Wahrscheinlichkeiten in den niedrigsten Nähe-
rungen aus dem Gleichungssystem ( V I I ) berechnen. 
Da %{(D) sowohl in ( I ) als auch in ( I I I ) als doppelt 
unendliche Reihe dargestellt ist, müssen wir auf zwei 
Arten nähern: Es werden in ( I ) nur endlich viele 
Pole berücksichtigt und in ( I I I ) werden die ak nur 
bis zu einer endlichen Ordnung in f i (t3 £3 X ) be-
rechnet. Systematisch können wir so vorgehen, daß 
wir die a k in ( I I I ) bis zu einer bestimmten Ordnung 
berechnen, so viele Pole in ( I ) nehmen, wie in der 
bestimmten Ordnung berechnet werden können und 
diese aus der doppelten Anzahl der Gleichungen W i e weit müssen wir gehen, um den nächsten Po l zu 
( V I I ) für die ak ermitteln. So haben wir in der er- erhalten? Da wir vier Unbekannte co 1 0 , J xiQ |2, co30 

sten Ordnung nur einen Beitrag zu a und können und | x 3 0 |2 bestimmen wollen, brauchen wir vier 
nur den ersten Pol berücksichtigen, erhalten also als Gleichungen: für a 0 , a x , a 2 und a3 . In der Bestim-

ö>10= 1,802 x1Q |2 = 0,2776 . 

erste Näherung aus ( V I ) : mungsgleichung für co30 tritt aber schon ein ö auf, 



dieses beginnt erst mit der 7. Ordnung. Deshalb 
müssen wir a, ß, y und ö bis zur 7. Ordnung berech-
nen. Es ist auch einleuchtend, daß wir diese vier 
Größen zur Bestimmung von den vier Unbekannten 
brauchen. Daß wir co10 und j x10 |2 oben lediglich 
aus et bestimmen konnten, liegt daran, daß es noch 
die Vertauschungsrelation g ib t 1 1 : 

durch 

Diese Ausdrücke schätzen wir ab, indem wir a, ß 
und y nicht bis zur 7. Ordnung berechnen, sondern 
die oben bis zur 5. Ordnung berechneten Werte ein-
setzen. 

Wir erhalten: 

co10 = 1,766 ] / £ ; | s 1 0 |2 = 0,2776 j / - ^ - ; 

Cü30 = 10,56 j ^ ; I z30 I2 = 0,002032 ] / ^ • 

( IX ) 

Analog können Gleichungssysteme für höhere Nähe-
rungen aufgestellt werden. Zum Vergleich errechnete 
H E I S E N B E R G mit der neuen TAMM-DANeoFF-Methode 3 

in erster und zweiter Näherung ähnliche Werte. 
Die genauen Werte, die mit elektronischen Rechen-
maschinen aus der ScHRÖDiNGER-Gleichung berechnet 
wurden, s i n d 1 - 3 : 

co10 = 1,72566 j / A - ; | s 1 0 |2 = 0,28650 5 

co30 = 6 ,66775 j / ^ ; | z 3 0 |2 = 0 ,0008364 j / A p 

Wir sehen daran, daß es uns gelungen ist, die Uber-
gangsfrequenzen und -Wahrscheinlichkeiten so zu be-
stimmen, daß sie nicht mehr komplex und und £-ab-
hängig sind. Die Approximation für den ersten Pol 

1 1 W . HEISENBERG, Z . Phys. 3 3 , 8 7 9 [ 1 9 2 6 ] . 

— = 2 (co10 | x10 |2 + co30 | z3 0 |2 + co50 | rr50 |2 +...). 

(VIII ) 

Diese Formel könnten wir auch als erste des Glei-
chungssystems (VII ) bzw. des folgenden Gleichungs-
systems schreiben. Aber ihre Glieder konvergieren 
nicht allzu rasch. So lösen wir in der 7. Näherung 

in ( IX ) ist schon recht gut, während der zweite Pol 
zunächst nur größenordnungsmäßig richtig erscheint. 
Es kommt hier vorerst nicht so sehr darauf an, die 
schon gut bekannten Werte für den anharmonischen 
Oszillator noch einmal zu berechnen, sondern, daß 
die Rechnung durchweg in einem mehrzeitigen For-
malismus durchgeführt werden kann und sich ein 
funktionales Integral von nicht-GAUssschem Typ aus-
werten läßt. Zum Schluß soll noch etwas zum kriti-
schen Punkt gesagt werden: Konvergiert dieses Ver-
fahren? Es wurden bei der Berechnung mehrere 
Male unendliche Reihen umgeordnet. Zu einer stren-
gen mathematischen Begründung dieser Prozeduren 
wäre es nötig, die absolute Konvergenz der Reihen 
im Gitterraum zumindest in einem gewissen £-In-
tervall zu zeigen, von dem man aus analytisch fort-
setzen kann. Ein Beweis der Konvergenz ist aber 
sehr schwer, ähnlich wie in der Störungstheorie tre-
ten in höheren Ordnungen zu viele Graphen auf, und 
man kann sie nicht abschätzen. 

Wir können in unserem Modell nur die ersten 
Glieder berechnen und die Anfangsglieder der Rei-
hen ( IV) und (VI ) betrachten und stellen fest, daß 
diese alternieren und zu konvergieren scheinen. Für 
die Untersuchung der Konvergenzgeschwindigkeit 
müßte der weitere Verlauf dieser Reihen studiert 
werden. 

ci1 = fi a2 + ju a ß 

a2 = ju2 a.3 + ju2-2 a2 /? + ju2 o2 y 

a3 = /J3 a4 + ju3 • 3 a3 ß + ju3• 2 a3 y + ju3 • a2 ß2 + JLI3 a3 S 
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2 _ J aHay-ß2) f**_ 
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a2 
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4. Weitere Probleme 

Es sollte auch möglich sein, 

( v o l * 2 l Wo) k = " = ;e(0) 

zu berechnen. E ist gelungen, die FouRiER-Trans-
formierte xi00) als Potenzreihe in co2 darzustellen: 

k8 = Mg - 4 k6 k2 

— 3 — 6 Ä;4 /co^ — = 0,047 (ieA)2 ' 

— M^o — 5 Âg Je2 — 10 Äß — 10 /uß 6 "2 

15 kr k2 - 10 L k23 - ko5 = 0,022 , * * ^ - ]/l £ A 

V 2 I ' Z ( O J ) = 2 
Sie entstehen, indem wieder alle Bedeckungen der 
Gitterpunkte abgezogen werden, so daß die nicht-

Wollte man aus diesen ak das { y 0 \ * 2 \ V o ) berech- zusammenhängenden Teile der „Vakuumgraphen" 
nen, würde man eine Summe über lauter (5-artige unabhängig voneinander laufen können, aber im Ge-
Singularitäten haben. Deshalb muß in den Gitter- gensatz zu den /„ bleiben 2 Punkte jeweils von vorn-
raum zurückgegangen werden. Zur Berechnung von herein zusammen. Die Vielfachheit eines Graphs 
Z ( 0 ) , X ( 0 ) , . . •, ist ein anderes Graphen- ergibt sich aus der Anzahl der Anordnungsmöglich-

schema geeigneter, welches sich sofort ergibt, wenn keiten der numerierten inneren Linien, die zu ver-
die Entwicklung der Zweipunktfunktion nach dem schiedenen Reihenfolgen der eingeschobenen Zeiten 
kinetischen Teil von L dargestellt wird (II) und h,tx,...tn führen. - 2 einer Schleife und + 2 
nicht nach Differenzen des KRONECKER-Symbols e i n e r L i n i e g i n d g e g e n ( i ) n g e k ü r z t F ü r z ( Q ) er_ 
° hts geordnet wird, sondern nach KRONECKER-Sym- g j ^ . 
bolen d t u t i , d t l , t 2 ± e . . . d t u t 2 ± n e . Dieses ist in Abb. 2 0 

dargestellt. Dabei bedeuten die Kombinationserößen „ 1 1 i ß Z (0 ) = 0,338 y . g ^ + 0 , 1 3 6 s k 

k2 = M2 

k± = M4 — k22 

Jcq = Mg — 3 Jẑ  ko — 

= 0,338 yi £ A 
+ 0,084 

= 0 ,136 

1 
yi s x 

1 

+ 0 , 0 5 2 - j T j ^ j 

= 0 ,077 yi e 

+ 0'031 yteT ( v ) +0'017 (TTIv 

+ 0,008 

in 
£ 
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Abb. 2. 



Durch eine Reihe 

= 2 - A 1 

3 1 Vi £ X 

| r> ' 1 

- ; 

* A 2 . 
Q 2 81 ö s + yi £ ' yx 

kann wieder teilweise so aufsummiert werden, daß 
eine «-unabhängige Reihe entsteht: 

X(0) = ( 0 , 5 1 - 0 , 2 4 + 0,27 - 0 , 3 8 + 0,16 

+ 0,25 + 0,03 ± . . . ) y i / f i l . 

Der Ausdruck, der größenordnungsmäßig das rich-
3 / — 

tige Resultat ( ä ; 0,28 yi/juA) liefert, konvergiert 
nur sehr schlecht. 

Das hier für den Fall des anharmonischen Oszil-
lators durchgeführte Verfahren läßt sich folgender-
maßen verallgemeinern: 

Für jedes Potential V = Axm existiert eine Reihe 
der Art ( V ) , w7elche im lim f 0 ein endliches Er-
gebnis liefert. Denn mit 

wird 

Mn 

<*= 2 cn 
n = 0 

1 
I i e X 

iE 
1 l £ / \ l £ 

welches sich durch die Reihe 
OO , Z ri 
v cv 
±1 t* 

V = 1 

1 + (i «•)»']/; £ x1'' 
2m/(m+2)v 

- 1 

£-unabhängig aufsummieren läßt. 
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NEL und ganz besonders für die Anleitung zu dieser Ar-
beit Herrn Prof. Dr. G. H E B E R . 


